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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats

Pour tout naturel n > 1 on pose:

1 1 n t
Inzm[) (l—t) ez dt.

1. ATaide d’'une intégration par parties, calculer I;.
2. Démontrer que pour tout naturel n > 1ona:

1

Lyyw=I) - ————.
T o (g 1)1

3. En déduire par récurrence que pour tout naturel » > 1on a:

11 1 1
\/_=1+5'ﬂ+...+2—n'a+1n.

4. Montrer que I'on peut trouver une constante A telle que:

1
A,
2"n!

On pourra déterminer A en majorant la fonction:

0< Iy <

t—(1- t)”e% sur l'intervalle [0; 1]

En déduire la limite quand n tend vers l'infini de:

1 1 1
Up=1+——+.. +— —.
2 1! 2" nl

Exercice 2 4 points
Enseignement obligatoire

Dans le plan complexe &2 rapporté au repeére orthonormal direct (O, u,v ), unité
graphique 4 cm, on consideére les points A, B, C, D d’affixes respectives

zpn=2i, zg=i, zc=-1+i, zp=1+i
On fera une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I'exercice.

1. Soit la fonction f de 22 - {B} dans & qui au point M d’affixe z associe le point
M’ d’affixe z’ out

z-2i
z =i

z—i’

a. Développer (z+1—i)(z—1-1i).
b. Chercher les points M vérifiant f(M) = M et exprimer leurs affixes sous
forme algébrique puis trigonométrique.
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2. a. Montrer que, pour tout z différent de i,

. AM
|Z|_ ’
BM

et que, pour tout z différent de i et de 2i,

—_— —_— 77:
arg(z) = (BM ,AM ) + > (modulo27).

b. Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M d’affixe z tels que
|z'| = 1.

c. Déterminer et construire I'ensemble (F) des points M d’affixe z tels que

T
arg(z’)zg (modulo 27).

3. a. Démontrer que z' —i = —— et en déduire que |z’ —i| x |z—i| = 1, pour tout

z—1i
complexe z différent de i.

1
b. Soit M un point du cercle ¥ de centre B et de rayon 7 Prouver que le

point M’ d’affixe z' appartient a un cercle de centre B et de rayon a dé-
terminer.

Exercice 2 4 points
Enseignement de spécialité

Dans le plan complexe & rapporté au repére orthonormal direct (A; ;, 7),
unité graphique 1 cm, on consideére les points B, D définis par: AB = 2;, AD =37
et C tel que ABCD soit un rectangle.

On fera une figure qui sera complétée au fur et a mesure de I'exercice.

1. Soit E I'image de B par la translation de vecteur Déterminer 'affixe ZE DB.
Déterminer 'affixe zg de E.

2. Déterminer les nombres réels a, b tels que le point F d’affixe zp = 6 —i soit le
barycentre des points A, B, C affectés des coefficients a, b et 1.

3. On considere la similitude s qui transforme A en E et B en E A tout point M
d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z/, image de M par s.

Exprimer z’ en fonction de z.
Déterminer le centre I, I'angle et le rapport de la similitude s.
Déterminer les images de C et de D par s.

eo g

Calculer I'aire de I'image par s du rectangle ABCD.
4. a. Déterminer 'ensemble Q des points M du plan tels que:

I6MA —10MB + MC || = 9.

b. Déterminer, en précisant ses éléments caractéristiques, 'image de Q par
s.

Probleme 11 points
Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O, 1,] ) Lunité graphique est 4
cm sur 'axe des abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées.

Partie A
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Soit f la fonction définie sur R par:

f(x) = (2+cosx)e! ™.

On note ¥ la courbe représentative de f dans le repere (O, T, 7)
1. Montrer que, pour tout x de R: f(x) > 0.
7
2. a. Montrer que, pour tout x de R : V2cosx (x - Z) =cosx+sinx.

En déduire que, pour tout x deR : 2+ cosx+sinx > 0.
Montrer que f est strictement décroissante sur R.
. Montrer que, pour tout x de R : el=* g f) < 3el-*,
En déduire les limites de f en +oo et en —oco.
. Interpréter géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la li-
mite de f en +oo.
4. a. Montrer que, sur l'intervalle [0 ; 7], I'équation f(x) = 3 admet une solu-
tion unique a.
b. Donner un encadrement de & d’amplitude 1072,

w
o FTe o

5. Représenter la courbe € sur [0; 4].

Partie B
On veut calculer I'aire </, exprimée en unités d’aire, du domaine limité par la
courbe ¥, I'axe des abscisses, 'axe des ordonnées et la droite d’équation x = 1.

1

1. Montrer que:sz{:2e—2+f costel~!dt.
0

1 1
2. Onpose:I:f costel_tdtetI:f sinre! ! dr.
0

0

a. Alaide de deux intégrations par parties, montrer que:

I=-cosl+e—-] et J=-sinl+1.
b. En déduire la valeur de 1.

3. Déterminer la valeur exacte de o/ en unités d’aire, puis donner une valeur
approchée de «f si a 1072 prés par défaut.

Partie C
Soit & la fonction définie sur R par:

sinx
hix)=-1—- ——.
2+cosx

Montrer que la fonction h admet des primitives sur R.

Calculer la primitive H de la fonction &, qui prend en 0 la valeur (1+In3).
. Déterminer In[ f (x)] pour tout x de R.

. Etudier le sens de variations de la fonction H.

se TP

c. Déterminer le tableau de variations de H.

3. On appelle I la courbe représentative de la fonction définie sur R par x —
1-x+In(2 + cosx). (On ne demande pas de représenter I'.) On appelle A la
droite d’équation y = —x+1.

a. Ftudier la position relative de I et de A.
b. Déterminer les abscisses des points communs aT et A.
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4. a. Etablir une équation de la tangente T a I au point d’abscisse 0.
b. Etudier la position relative de I et T.

5. Montrer que la courbe I" est contenue dans une bande du plan limitée par
deux droites paralleles dont on donnera des équations.
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